Θέματα 1ης μέρας στην 56η Διεθνή Μαθηματική Ολυμπιάδα

ΠΡΟΒΛΗΜΑ 1

Ονομάζουμαι ένα πεπερασμένο σύνολο 
 INCLUDEPICTURE "http://www.mathematica.gr/forum/latexrender/pictures/5dbc98dcc983a70728bd082d1a47546e.png" \* MERGEFORMATINET 


balanced εάν, για κάθε δύο διαφορετικά σημεία στο [image: image2.png]


υπάρχει σημείο [image: image3.png]


στο [image: image4.png]


έτσι ώστε [image: image5.png]


. Επίσης λέμε ότι το [image: image6.png]


είναι center-free εάν για κάθε 3 διαφορετικά σημεία [image: image7.png]


δεν υπάρχει κανένα σημείο [image: image8.png]


στο [image: image9.png]


ώστε [image: image10.png]


.

a)Nα δειχτεί ότι για κάθε ακέραιο [image: image11.png]n-=a



υπάρχει ένα balanced set που περιλαμβανει [image: image12.png]


σημεία

b)Nα προσδιορίσετε όλους τους ακεραίους [image: image13.png]n-=a



για τους οποίους υπάρχει ένα balanced center-free set
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Nα βρεθούν όλοι οι θετικοι ακέραιοι [image: image14.png]a,b,c



έτσι ώστε:

 [image: image15.png]ah —



 
 [image: image16.png]hee — 11




[image: image17.png](1 — b





να είναι δυνάμεις του [image: image18.png]
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Έστω [image: image19.png]


oξυγώνιο σκαληνό τρίγωνο με [image: image20.png]


.Έστω [image: image21.png]


ο περίκυκλος και [image: image22.png]


το ορθόκεντρο και [image: image23.png]


το ίχνος του ύψους από το [image: image24.png]


.Ας είναι [image: image25.png]


το μέσον της [image: image26.png]


και [image: image27.png]


σημείο στον [image: image28.png]


ώστε [image: image29.png]


και [image: image30.png]


στον [image: image31.png]


ώστε [image: image32.png]< HIKC()

.



. Tα σημεία[image: image33.png]


 είναι όλα διαφορετικά στον κύκλο [image: image34.png]


και βρίσκονται με αυτήν την σειρά.
Να αποδείξεται ότι οι περίκυκλοι των [image: image35.png]


και [image: image36.png]


εφάπτονται.
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Έστω [image: image37.png]


τρίγωνο με περιγεγραμμένο κύκλο [image: image38.png]


και έστω [image: image39.png]


το κέντρο του.Ένας κύκλος [image: image40.png]


με κέντρο το σημείο [image: image41.png]


τέμνει το τμήμα [image: image42.png]


στα σημεία [image: image43.png]


έτσι ώστε τα [image: image44.png]B.D E.C



να είναι διαφορετικά και πάνω στην ευθεία [image: image45.png]


.Τα σημεία [image: image46.png]


είναι τα σημεία τομής των κύκλων [image: image47.png]I

LY



έτσι ώστε τα [image: image48.png]


να βρίσκονται πάνω στον [image: image49.png]


με αυτή την σειρά.Το σημείο [image: image50.png]


είναι το δεύτερο σημείο τομής του πρειγεγραμμένου κύκλου του τριγώνου [image: image51.png]


με το τμήμα [image: image52.png]


.Έστω επίσης [image: image53.png]


το σημείο τομής του περιγεγραμμένου κύκλου του τριγώνου [image: image54.png].G E



με το τμήμα [image: image55.png]


.

Υποθέτουμε ότι οι ευθείες [image: image56.png]FK.GL



τέμνονται στα σημείο [image: image57.png]


.Να αποδειχθεί ότι το [image: image58.png]


βρίσκεται στο τμήμα [image: image59.png]


.
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Να βρείτε όλες τις συναρτήσεις [image: image60.png]


που ικανοποιούν τη σχέση [image: image61.png]


για όλους τους πραγματικούς [image: image62.png]
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Το σύνολο [image: image63.png]


ακεραίων ικανοποιεί τις συνθήκες:
1)[image: image64.png]I < a; < 2015



 για κάθε [image: image65.png]



2)[image: image66.png]k+ap # ¢+ ay



 για [image: image67.png]



Να αποδείξετε ότι υπάρχουν 2 θετικοί ακέραιοι [image: image68.png]


και [image: image69.png]


για τους οποίους 
[image: image70.png]> (a;—b)| < 1007

ey




για όλους τους ακέραιους [image: image71.png]


τέτοιους ώστε [image: image72.png]n>m->=.\N




